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RÉSUMÉ. Nous étudions des fonctions du paramètre elliptique définies commes intégrales 
itérées de fonctions elliptiques. Nous établissons leur lien avec les "associateurs elliptiques" de 
notre précédent travail au moyen de réalisations fonctionnelles d'algèbres de Lie apparaissant 
dans cette théorie. 



Introduction 

La théorie des nombres multizétas a débuté dans [Za] avec la construction de familles de rela- 
tions entre ces nombres, reposant en partie sur le lien observé par Kontsevich entre multizétas 
et intégrales itérées sur les espaces de modules de courbes rationnelles avec points marqués. 
Parallèlement, Drinfeld a établi des relations d'origine géométrique satisfaites par une série 
non-commutative, l'associateur KZ ([Dr]) ; Le et Murakami ont identifié l'associateur KZ à une 
série génératrice des multizétas ([LM]), ce qui a permis de considérer les relations de l'associateur 
KZ comme un deuxième système de relations entre multizétas. Le lien entre les deux systèmes 
de relations a été étudié par Furusho ([Fu]). 

Un analogue elliptique de la théorie des associateurs a été construit dans [En] à partir d'un 
analogue elliptique de la connection de Knizhnik-Zamolodchikov ([CEE], voir aussi [LR]). Le 
rôle de l'associateur KZ y est tenu par un couple de fonctions (A(t),B(t)), t e Sj étant 
un paramètre elliptique, à valeurs dans un groupe de séries non-commutatives à deux variables 
exp(f 2 ). Les résultats principaux de [En] sur le sujet sont : le comportement de (A(t),B(t)) sous 
les transformations modulaires ; une famille de relations algébriques (d'origine géométrique) 
satisfaites par {A{t),B(t)) ; une équation différentielle satisfaite par le même objet ; son 
comportement en r —> ioo. Un corollaire de cette étude est une famille de relations algébriques 
entre intégrales itérées de séries d'Eisenstein et multizétas. Un rôle important est joué dans 
cette théorie, et également dans la théorie reliée des motifs elliptiques universels ([HM, Pk]), 
par une algèbre de Lie (Ô2n 7 n > — 1) C Der(f2). 

Le présent article étudie les coefficients des séries A(t), B(t). Il s'agit de fonctions 

h{r), Jrf(r), d=(d u ... ,d n ) G {-1,0,1,...}" 

du paramètre elliptique, qui sont des analogues elliptiques des nombres multizétas. Nous en 
obtenons des expressions intégrales (relations (11), (12), (13), (14)). Les résultats de [En] 
peuvent se traduire en termes de ces fonctions : en particulier, l'équation différentielle satis- 
faite par (A(t),B(t)) se traduit en un système différentiel satisfait par les iAj), Jd( T )- Nous 
construisons un tel système différentiel à partir de leur expression intégrale (thm. 3.3) ; ce 
système présente des analogies avec les systèmes différentiels de [BL]. Nous construisons une 
réalisation fonctionnelle de l'algèbre de Lie (Ô2 n ,n > —1) (section 4), permettant d'établir un 
lien direct entre le système différentiel de [En] et celui obtenu en thm. 3.3. Ceci apporte un 
nouvel éclairage à ce système différentiel, qui permet par ailleurs de donner un développement 
asymptotique des Id(i~), Jd(i~) en r — >• ioo en termes de nombres multizétas (section 5). 

Signalons enfin les liens possibles entre le présent travail et [BL]. Dans ce travail, qui se 
place dans le cadre de la théorie des motifs, Brown et Levin introduisent des fonctions appelées 
"multiple clliptic zeta values" , qui devraient avoir des liens avec les fonctions introduites ici. 
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1. Préliminaires : associateurs elliptiques 

Dans cette section, nous rappelons la construction et les propriétés de la fonction r M* 
(A(t),B(t)) ([En]). 

1.1. Définition de (A(t),B(t)). Soit pour n > 2, ti, n l'algèbre de Lie présentée par les 
générateurs Xi,yi, i G {1, . . . , n} et les relations J2i x i = J2iVi = 0) = [î/»>ï/j] = 0, 

= [xj,yi] =: tjj si i ^ j, = = si k sont distincts. En particulier, 

l'algèbre de Lie ti ; 2 s'identifie à l'algèbre de Lie f 2 librement engendrée par les deux générateurs 
a; := x\ et y := y\. 

Soit := {t g C|3(t) > 0} le demi-plan de Poincaré et r G S). On note z h-> # t (z) la fonction 
holomorphe définie sur C, telle que 1 fl T (z + 1) = -0 T (z), M- 2 + r) = -e~ Ï1XT e~ 27T iz # T (z), 
é»;(0) = 1, et fl-^O) = Z + tZ ; T est impaire. 

A(r),S(r) sont les holonomies renormalisées de l'équation différentielle 

fl T (z + ada;)adx 

G(Z) = ' g T (z)g T (adx) (1) 

à valeurs dans le groupe exp(ti ; 2) le long les chemins [0, 1] et [0, r] (l'algèbre de Lie est complétée 
pour le degré en x, y). Plus précisément, cette équation admet une solution G(z) définie sur 
{a + br,a ou b g]0, 1[} telle que G(z) ~ (-2tt i z)~^ enz->0. Alors 

A(t) := G{z)~ x G(z + 1), B(t) := G^y^'^Giz + r). 

Ce sont des éléments du groupe exp^i^)- 

1.2. Propriétés de A(t),B(t). 

1.2.1. Propriétés modulaires. On a d'après [En], Proposition 66 

A(^) = Ad(-l)^o ar (B(r)- 1 ), B(^) = Ad(^)- 1 o ar (i3AB- 1 (r)), (2) 

où a T G Aut(exp(f2)) est donné par x ^ —tx, y \-ï —2-kix — r~ 1 y, 

t := -[x,y] 

et (— t -1 ) - ' := cxp(— log(— T _1 )i), la détermination du logarithme étant de partie imaginaire 
comprise entre et ir. 

La compatibilité de ces relations est assurée par l'identité (6) ainsi que par les identités 

(-I 2 )(A(t)) = e-'^Air)-^- 1 ^, (-I 2 )(B(t)) = e^ T B{ T )- l é^, 

où (— I 2 ) est l'automorphisme de exp(f2) induit par x h- > —x, y h-» —y ; ces identités proviennent 
de {-I 2 )(A(t)) = Air) 2 - 1 , (-I 2 )(B(t)) = B(t) 2 ' 1 et des identités (5) (voir section 1.2.2). 

1.2.2. Relations algébriques. Soit <ï>(a, b) l'associateur KZ, défini par $(a, b) = H^ 1 Hq, où Hi 
sont les solutions de H'(z) = (a/z + b/(z — l))H(z) sur ]0, 1[ telles que H (z) ~ z a en z — > 0, 
Hi(z) ~ (1 — z) b en z — »■ 1, et où a, 6 sont des variables formelles non-commutatives. 

On pose 

a+ := e i ^ 12+tl3 )A(r) 1 ' 23 $(i 12 ,i23), «_ := e" i ^ 12 + tl3 )S(r) 1 ' 23 $(t 1 2, t 23 ), 
où(i4 a 1,23 est le morphisme d'algèbres de Lie ti i2 — > ïi,3 tel que xi i->- x\, x 2 \-ï x 2 + x 3 , 

yi i-> 2/1, 2/2 >->• 2/2 + 2/3- 

La première famille de relations satisfaites par (A(t),B(t)) est 

a± 1 ' 2 a± 3 ' 1 a± = 1 (dans exp^i^)), (3) 
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où a i-> a 2 ' 3 ' 1 est l'automorphisme de ti,3 tel que Xi i-> mo( j 3, y n> moc i 3, et a H» a 2 ' 3,1 
est le carré de cet automorphisme. 

Le couple (A(t), B(t)) satisfait d'autre part la relation 

(<i>(ti2,t2 3 )- 1 *B(T) 1 ' 23 ,( e - i " tl2 $(t 2 i,ti3))*(yl(T) 2 ' 13 )- 1 ) = e^ it12 (dans exp(l 1>3 )), 

(4) 

où (x, y) := xyx^y^ 1 , x * y := xyx~ x , t\ 2 ■— [xi,y 2 ] et oh> a 2 ' 13 est le morphisme ti^ — > ï-1,3 
donné par x\ M> x 2 , x 2 x 1 + x 3 , yi i-» y 2 , y 2 ^ Vi + Hz- 
Les relations (3) impliquent alors 

A(T)e ivt A^t) 2 ' 1 = e~ i7Tt B{ T )e- ^(r) 2 ' 1 = 1 (dans exp(ti, 2 )), (5) 

où cl 1 ^ a 2,1 est l'automorphisme involutif de ti,2 donné par x\ «-)• 0:2, Vi y 2 , et la relation 
(4) implique 

(A(t),B(t)) = e" 27ri < (dans exp(t li2 )). (6) 

1.2.3. Equations différentielles. Pour chaque n > —1, il existe une unique dérivation de f 2 , 
homogène pour le bidegré en (x, y) et telle que ô 2n (x) = ad(x) 2n+1 (y) =: [x 2n+1 y\. Les fonctions 
A(t),B(t) satisfont alors les équations différentielles 

2^i9 T A(r) = -(J2 ^n+l)G 2n+2 {r)5 2n ){A{r)), 2vid T B( T ) = -( ^ (2n + l)G 2n+2 {r)5 2n ){B{ T )). 

n>-l n>-l (7) 

(cf. [En], Proposition 67), où les séries d'Eisenstein sont définies par 
G k (r)= V -I si fc est pair > 4, G 2 (t)=V(V' 1 ), G (r) := -1, 

aeZ+rZ-{0} niGZ « V y 

et XI' signifie X„ e z si m ^ et E„ e z-{o} si m = 0. 

1.2.4. Comportement à l'infini. On a 

A(r) = SG/.tJe 2 * 1 **^,*)- 1 + 0(e 2wiT ), (8) 

B(t) = e i7rt $(-y-t,É)e 2,ri2: e 2,ri5T $(y,t)- 1 + 0(e 27ri ( 1 - £ ' T ) (9) 

pour tout e > 0, lorsque r — > ioo ([CEE], démonstration de la prop. 4.7 puis lemme 4.14), où 

ad a; 

y '~ e 27riada; _ j Vf/ 

et on rappelle que i = —[a;, y] et $(a, 6) est l'associateur KZ défini en section 1.2.2. 

2. LES ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES MULTIZÉTAS 

Dans cette section, nous introduisons certaines régularisations d'intégrales itérées (section 
2.1). Nous nous en servons en section 2.2 pour définir les fonctions du paraètre elliptique, ana- 
logues des nombres multizétas. Nous montrons que les fonctions A(t),B(t) peuvent s'interpréter 
comme des séries génératrices pour ces fonctions (section 2.3). Les propriétés de A(t),B(t) 
peuvent donc se traduire en termes fonctionnels : c'est ce qui est fait explicitement en section 
2.4 pour certaines de ces propriétés. 
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2.1. Intégrales itérées régularisées. On suppose que (A,A + ) est l'un des couples suivants : 

• A est une algèbre augmentée, complète pour la topologie des puissances de l'idéal d'augmen- 
tation A + ; 

• A = A + = C. 

Soit M un variété lisse, U C M un ouvert, 7 : 7 = [0,1] ^ M un chemin lisse tel que 

7 (i) C f/. 

On pose 

fl (U,A + ) := {1-formes différentielles lisses sur U à valeurs dans A + }. 
Soient u>i, . . . ,w„ G telles que : 



si i fi {l,n}, 7*(wj) G 0(dlog(i — c)) lorsque t — >• c, pour chaque c G {0, 1} 



• si i G {l,n}, alors il existe N > tel que 7*(u>j) = 0((log(i — c)) N )dt lorsque f->c, pour 



chaque c G {0, 1}. 
On pose alors 



( / Ui o 



( / Wl o...o W „) op :=™ opW ( (7")>i® ■••«<«>«)), 



op(n), 

~ i ~ - / • " 

'7 

où A„ est le simplexe {(fi, . . . ,t n ) G K™|0 < ii < . . . < t n < 1} et m op ^ : A® n ->■ A est le 
produit nuple de l'algèbre opposée à A. 
Soit a G A et 

!î:={we 1 (f/, A+)\y*{u) = d(a\og(t - c)) + 0{l)dt lorsque t -> c pour chaque c G {0, 1}} 
et 

C := {£ G C°°(C/, A+)| 7 * W - a!og(t(l - t)) G C°°(7, 
Pour LJ\, . . . , uj n G O et £ G £, on pose 

ifai,... ,w„) := 2J ( a!b! / (^)"K+i-a^)°"a+2°' ■ -oo;„_j,_io(a; n _j,~Q;^)(a^) b j . 

o+!)<n-l 

Si u; G O 1 (]0, 1[, A) avec w = ad\ogt(l — t) + 0(1) en t = 0, 1. L'holonomie renormalisée de 
à 1 de l'équation différentielle 

dy = uy 

est M := Y{~ Yq, où Yi sont des solutions telles que Yi ~ exp(crf) en z — > i (= 0, 1). 
On vérifie alors que 

M = E 7 [o,i]( w " ( 10 ) 

2.2. Les analogues elliptiques des nombres multizétas. Fixons t g fj. On pose := # r . 
Pour x G C, on pose 

_ g(g + g) 

Considérant a; comme une variable formelle proche de 0, on voit cr^ comme un élément de 
x^ 1 Mcr(C)[[a;]], où Mer(C) = {fonctions méromorphes définies sur C}. Plus précisément : 

Proposition 2.1. a T x admet le développement 

X n>0 

avec fcj(z) = (9' T /9 T )(z) et k T n finie en et 1 si n > 0. 
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Démonstration. Posons 9 := 9 T . On a xa^(z)i x=0 = 1. De plus, 

1 1 6{z + x) x & 

(a x (z) -) k=0 = -(-^-^y - l)|x=o = j(z). 

Enfin, le développement de o\£(z) enz = est, compte tenu de l'imparité de 9 

- = (i + 4<*> + + = ï + ? ^ + ° {z) - 

Donc 

- {\ + (*)) = -\) + {\- J (*)) + 

qui est fini en z = 0. Il s'ensuit que les fc£ sont finis en 0. Par symétrie, ils sont également finis 
en 1. □ 

Comme 0'(O) = 1 et 9 ne s'annule pas sur {a + br\a, o G [0,1]} — {0, 1, r, 1 + r}, il existe 
une détermination de log(— 2îr i 6*) sur cet ouvert telle que log(— 2ir i 9(z)) = log(— 2ttïz) + o(l) 
lorsque z — > + (le logarithme étant de partie imaginaire — 7r/2). 

Définition 2.2. fowr r <E Sj, on pose 

4,,...,*» :=I X ;% 2 ^\al 1 dz,...,al n dz) (11) 

J Xl ,..., Xn (r) ^f 2 ^^^ (12) 
ce sont des séries dans (x\ ■ ■ • x n ) C[[x\, . . . , x n ]]. 
On a 

^xi i„(t) = ^...tdni^xt Jxi,...,x n (r) = 51 Jdr,... ,dn(r)xi 

■ h .;. I .; .;. I 

où pour d:= (di,... , d„) G Z"_ l5 

/•i Qog^) a— ^ ( log^) n ^ 

h,... ,o(t) := 0, id(r) := / — —-k da dzok da dzo- ■ -ok d dzok d dz — — — si d ^ 0, 

Jo (a -1)1 {n-py. 

où a = min{k\dk ^ 0} et /3 = max{fc|dfc ^ 0}, fc_i = 1, et les J d (r) ont une définition semblable 
aux I d (r). On a ,-i(r) = 1/n!, J_i,... ,-i(r) = T n /n\. 



di . . . <Z„ 



On appelle les fonctions I d (r), J d (r) les analogues elliptiques des nombres multizétas ; les 
4i,...,i„(t), 4i,...,i„(t) en sont des séries génératrices. Cette terminologie est justifiée par les 
résultats de la section suivante. 

2.3. Lien avec le développement de A(t), B{t). On a : 

e^A(r) = £(-l) n £ / dl ,... A (r)[ a ; d "+ 1 y]---[x^+ 1 2/ ], (13) 

n>0 di,... ,d n >-l 

OÙ 

:= ad(x)"(î/), n > 0. 

En effet, si /(r) est le membre de droite de (13), on a d'après (10) l'égalité I(t) — Gi(z)~ 1 G{z), 
où Gi(z) est la solution de (1) dans {z G C|0 < S(z) < 3(t)} telle que Gi(z) ~ (-27ri(l - z))' 
lorsque z -> 1, donc A(r) = G(z - l)" 1 ^) = G(z - l)- 1 ^*)/^) = e - i7rT /(r). 

Soit 

f :=®«>ofn :=0(xi---x„)" 1 C[[xi,... ,x„]]; 

n>0 
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munie du produit f * g := h, avec h(xi, . . . ,x n+m ) := f(x\, . . . ,x n )g(x n+1 , . . . ,x n+m ) pour 
/ G F n , g G F m , c'est une algèbre graduée. 

Soit f2 © Cx C f2 la somme directe des composantes de degré > en x. Par élimination de 
Lazard, f2 G Cx est l'algèbre de Lie librement engendrée par les [x n y], n > 0. f/(f2 G Cx) est 
donc l'algèbre associative libre sur ces générateurs. On a donc un isomorphisme entre F et la 
complétion de U (f2 G Cx) pour le degré en x, y via 

Alors 

U(Î2 G Cx) dcg . enXi!/ 3 e iT *A(r) o ((-l) n / Xn; ... , Xl (r))„> G F. 

Par ailleurs, log -B(r) = 2ttix — ry + termes de degré > 2 en x,y. Il s'ensuit que si e + G 
Dcr(f 2 ) est la dérivation (x, y) i-> (0,x), alors exp((27r i /r)e + )(B(r)) est dans la complétion en 
x, y de £/(f 2 G Cx). On a en fait 

exp( — e + )( e - i ^ J B(r))^^(-l)" £ J dl ,... A (r)[x d "+ 1 2/ ] • • • [x dl+1 y], 

n>0 di,...,d n >-l (14) 

en d'autres termes 

2w i 

U(f 2 G Cx) deg . cnx,j3exp( e+)( e - 17rt B(r)) o ((-1)™J*„ œi (r))„>o G F. 

T 

Ce résultat est fondé sur un raisonnement analogue à la démonstration de (13) et sur les 
observations suivantes : B{t) = H(z)^ 1 H(z + t), où H(z) est la solution de 

telle que H(z) <~ (— 2n i z)~^ x ' y ^ en z — >• ; l'image de ce système sous exp((27r i /r)e + ) est le 
système analogue, dans lequel le terme en (27rix)/r a disparu. 

2.4. Propriétés algébriques et modulaires. Le caractère "de type groupe" de A(t),B(t) 
se traduit par les identités 

Id 1 ,...,d n ( T ) I dn+i,...,dn+ m ( T )= ^(i),--. ,<*<,(„+*,) ( r )' ( 15 ) 

et les identités similaires pour les Jd(r), où S„, m = {a G S , n+m |(r(î) < cr(j) si i < j < n ou 
n + l<z<j}. 

Les identités (5) se traduisent par 

n 

J2(-l) dl+ - +dk I dl ,...,d k (r)Id k+1 ,...,dn(r)=0 si n>l, d u ... ,d n >-l 

et les identités analogues en remplaçant chaque 1^ par Jd- 
Les multizétas elliptiques sont reliés par l'identité modulaire 

Jx 1 ,...,x B (r)= X! nF( lo g^) fl+i/ Mi =*=*(— ). ( 16 ) 
qui repose sur les identités 



i,6>0, 
a+b<n-l 



6_ 1/T (z) = -j* TZ 6 t (tz), *- 1/T (z)dz = e^ ixTZ cr; x (Tz)d(Tz). 



1 

T 

L'identité (16) traduit l'identité (2) reliant A(t) et B(t). 
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3. Système différentiel pour les analogues elliptiques des nombres multizétas 

Dans cette section, nous obtenons un système différentiel satisfait par les analogues elliptiaues 
des nombres multizétas à partir de leur expression intégrale. 

Plaçons-nous dans le cadre de la section 2.1, avec A = A + = C. 
On remarque que £ est un espace affine sous 

C := {£ G C°°(t/)|7*W G C°°(/)}. 

On montre alors que la dépendance en t de . . . ,w„) est la suivante : 

Proposition 3.1. Pour ip e £ , on a 

a,b>0, °" 

avec a := 7(0), (3 := 7(1). 

La proposition suivante repose sur l'intégration par parties. 

Proposition 3.2. Soient £ G C, ui, . . . ,u) n G il, gi, ■ ■ ■ ,g n G £0, ^12, • ■• , V'n-i.n G ^ ^ s 
gîte : 

Vi G {1,. . . ,n-l}, = (9i-9i+i)(P), et 9i^i+i~gi+i^i = (#i-#j + i)(a!)V>i,i+i- 

Alors 

(d/de)\ f=a lH f (uj 1 + edgi, ... ,w„ + edg n ) (17) 

n-l 

= -9i(a)I*(u2,--- ,w n ) +5n(a)^(^i,... ,w„_i) + XX 9î ~ Si+iX")-*^ 1 ' ■ • • >V>m+i,--- ,<*>„)• 

i=l 

La fonction de Weierstrass est définie par p{z) = X^6Z+tz(( z + a )~ 2 — a ~ 2 )i ou S' signifie 
que le terme a~ 2 n'est pas pris en compte lorsque a — 0. On pose alors 

p(z) := p(z) + G 2 (r) = ^ ' (z + n + mr)" 2 ). 

Théorème 3.3. 

n-l 

(27ri)9 T 7 Xl x „(r) = p(a;i)7 X2 Xn (r) - p(i„)/ Ilr . ,x„_i(t") + X^( Xî+1 ) ~ P&ù) 1 *! xi+x i+1 ,... ,x n (r). 

1=1 (18) 

et 

n-l 

(27ri)9 r J X i,...,x„(t) = p(a;i)7 X2 ,..., Xn (r) - p(x„) J Xl; ... , x „_ 1 (r) + ^(p(x i+ i) - p(zi)) J Xll ... 

i=l 

- ^(a;i<9 xi + --- + a;„a Xn )j; i; _ ;Xn . 

Démonstration. Montrons la première identité. 7 Xll ... , Xn (r) = 2îTIÉ ' T ' ) ((T Xl dz, . . . ,a^ n dz), 
donc 

9 r / Xl ,..., Xn (r) = (d/dOi^o/^ -2 ^^ 

L'égalité recherchée est une conséquence des deux lemmes suivants. 
Lemme 3.4. (d/dt)^!^ 2 ^ 9 ^ (a^dz, . . . ,a T Xn dz) = 0. 
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Démonstration. 9 T étant impaire, on a 9 T (z) = z + 0(z 3 ) en z = 0, donc log(— 2ir i 9 T (z)) = 
log(— 2-k'iz) + 0(z 2 ). Donc si on pose ip(z) = (d/dt)\ t=0 log(— 2tt i 6 T+t (z)), alors ip(z) = 0(z 2 ) 
en z = 0, d'où <p(Q) = ; de même, ip(l) = 0. Le résultat est alors une conséquence de l'identité 

(d/d% =0 /p+*f(u;i,... = <p(Q)lf 0tl] (u 2 , ■ ■ ■ ,w„) - y(l)/f 0;1] (wi, . . . 

(cf. proposition 3.1). □ 

Lemme 3.5. 

2 7 ri(d/di)| t=0 / [ 1 os 1 ( ] - 2 ' ri ^ ) (<+ t ^, . . . ^l+Jdz) (19) 
= p{xi)I^ 2 " l6T \(jl 2 dz, ... , a T x Jz) - p(x n )I l °^ 27TlM (a T Xl dz, ... , a T Xnl dz) 

n-l 

+ ^2(p(x i+ i) - p{xi))I l ^ 2 * 1<>T) {a T Xl dz, . . . ,al. +x . +l dz, . . . ,or T x Jz). 

i=i 

Démonstration. Posons^ := log(— 2ir\9 T ), uji := o T x .dz, gi := -^jd^al., := <J x i +x i+1 < ^ z - 

Les hypothèses de la proposition 3.2 sont satisfaites car : 

• gi(z) = _L^ e ( a: ') 61 ^ Xi £*J^^ x y^ e ^ Xi+z ^ est C°° en et 1 comme rapport de deux fonctions 
C°° s'y annulant, avec le dénominateur de dérivée non nulle ; on a alors 

*<°> = ^ = èr^™ = èi&w = -èi*^ 

(la dernière égalité provient du lemme 3.6) ; en particulier, (gi — gi+i)(0) = (gt — .9î+i)(1) ; 

• comme chaque o T x dz, est dans SI ; 

• on a l'identité 

Vx,yeC, (d x a x )o- y - a x (dyO- y ) = a x+y (p(y) - p(x)), (20) 

qui se montre comme suit : le membre de gauche a le même comportement que le membre 
de droite sous les transformations de la variable muette z h-» z + 1, z i-> z + t ; pour étudier 
son comportement en z = 0, on le transforme ainsi (d x a x )a y (z) — a x (d y a y )(z) = o- x a v {^ s - — 



X Z X 



'^ M -)(z) = a x o- y (Ç(z + x) - Ç(x) - Ç(z + y) + Ç(y)) dont le développement est Xr 

((Ç)'(x) — (Ç)'(y)) + 0(1) = \{p{y) — p(x)) + 0(l). On a donc pôle simple en 0, ce qui implique 
que le membre de gauche est proportionnel à o- x+y ; le développement en permet aussi de 
calculer le coefficient de proportionnalité ; 

• l'égalité giCJi+i — Çi+iOJi — — gi + i)(0)tpa + i est une conséquence directe de l'identité 
(20). 

La proposition 3.2 dit alors que (d/dt)^^!^ 5 ^ 27T ' eT \cr Xl dz + tdgi, . . . ,a Xn dz + tdg n ) = 

x (membre de droite de (19)). Il reste à montrer que {d/ dt)\ [t= Qa x f t — dgi. Ceci est une 
conséquence immédiate de l'égalité 

, 6{z + x)_ _ _L_ r 0(z + x) , 
aT[ 8(z)9(x)>~ 2ni azax[ 6(z)9(x) ) 

(cf. [CEE], trois lignes après l'équation (14)). □ 
La deuxième identité se montre comme la première. C'est aussi une conséquence de la 
première identité et de l'identité modulaire (16), compte tenu de la relation modulaire p_\/ T {x) — 
T 2 p T (rx) — 2nir, qui provient de p_ 1 / T (x) = T 2 p T (rx) et de G 2 (—1/t) = t 2 G 2 (t) — 2-k\t 
([Se], équation (45) p. 156). □ 

On termine cette section avec la démonstration d'une identité utilisée plus haut. 
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Lemme 3.6. On a les développements de Laurent suivants en x = 

^(x) = - - G 2 (t)x - G 4 (t)x 3 - • • • , Pt (x) = \ + 3G 4 (t)x 2 + hG 6 {T)x 4 + ■■■ . 

tjf X X 

Démonstration. Le deuxième développement provient de (x + a)~ 2 = a~ 2 — 2xa~ 3 + • • • . 

D'après [Po], Thm. 3.9, p = -(a'/a)' si a(z) = e^ G2Z ' ''6{z). Donc (e'/6)'(z) = -p(z) - 
G 2 (t), ce qui détermine le développement de 9' /9 à une constante additive près. Cette constante 
est déterminée par le fait que 9' /9 est une fonction impaire. □ 

On en déduit 

p{x) = J2 {2n+l)G 2n+2 {r)x^ = -(j)'(z), 



9 

n>-l 



où on a posé Gq := —1. 



4. RÉALISATION DE (Ô 2n ,n > -1) ET COMPARAISON DE SYSTEMES DIFFÉRENTIELS 

Comme F — U(f 2 QCx) C U(f 2 ) est un sous-f2-module de U(f 2 ), on dispose d'un sous-espace 
Der 4 (f 2 ,F) C Der t (f 2 , U(f 2 )) = Der t ([/(f 2 )), qui est en fait une sous-algèbre de Lie. (Der t est 
l'ensemble des dérivations qui envoient t = — [x, y] G f 2 sur 0.) D'autre part, le degré en y induit 
une graduation de ces algèbres de Lie ; on note Der(f 2 ) + C Der(f 2 ) la partie de y-degré > 0. 

On a donc une suite d'inclusions d'algèbres de Lie 

(ô 2n ,n > -1) C Dcr t (f 2 )+ C Der t (f 2 ,F) C Der t (F). 
Le but de cette section est d'établir un isomorphisme 

Der t (f 2 , .F) ^Go 

entre Der t (f 2 ,F) et une algèbre de Lie "fonctionnelle" Go explicite, puis d'en déduire le lien 
entre les équations différentielles du théorème 3.3 et celles satisfaites par A(t), B(t) (équations 
(7))- 

L'énoncé suivant est immédiat. 
Proposition 4.1. Soit 

G ■= ® n >iG[n] = ©„>iC(xi, . . . ,x n+ i); 
une structure d 'algèbre de Lie graduée est définie sur G par 

^1,... ^1,... ,m] , = ^2 l p i ' i + 1 '- t+n-l^l,... ,i-l,«+l...i+n-l,i+n,... .n+m-1 _ ^ ^ ^ ^ 
i=l 

on note ip 1 '— >" :— <p(xi, . . . , x n ), ip 12 < 3 := (p(xi + x 2 , 13), etc. 

L'espace Foo := C(x i} i G Z) des fractions rationnelles en une infinité de variables est un 
^-module via ip * / := £ îgZ i p i ' i + l <- .*+«-!/••• ,i-i,i»+i...i+n-i,i+n,..._ 

Par l'identification de C[xi,... i]/{x\ + ■ ■ ■ + x n +i), on obtient une 

action du groupe symétrique S n +i sur cette première algèbre (en d'autres termes, on a affaire 
à l'algèbre symétrique du quotient C" +1 /C de la représentation naturelle par la triviale). On 
note C„+i C SVj+i le sous-groupe cyclique. 

Proposition 4.2. Soit 

Go := ® n >iGM = ©„>i( )gn +1- 

- y xx ■ ■■x n (x 1 H Vx n )' 
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Une structure d'algèbre de Lie graduée est définie sur Go par 



Ypl,...,n ,01,... ._ y*^i,i+l,... ,t+n-l _ ,i+n^l,... < 1 .. /--!... .. . ■; ' i ». 

i=l 



_ V^^j>j+1>--- ,j+m-l _ ^pj+1,... ,j+m^l,... ,j-l,jj+l...j+m,j+m+l,... ,n+m 

F a une structure de Go-module gradué par 

m 

^l,...,n^yl,...,m ^ ^ ^i,z+l,... ,i+7l— 1 .i+n-^jl.... .i—l.ii+l...i+n.i+n+l,... ,n+m 

i=l 

_ y,!,--- >™ jn+1,... ,n+m _|_ ^n+1,... ,n+m y 1,... ,m 

(/n isomorphisme d'algèbres de Lie graduées Der t (f 2 ,-F) ~ <7o es* donné par 

Der t (f 2 ,.F)M 3 -D = (w,v) ^ ^(xi,... ,x„) G Ç/ M, 
où (u, v) est la dérivation donnée par x ^ u, y t-^- v et la correspondance est donnée par 
u(xi, ... , x„) = (x\ H h x n )tp(xi, . . . ,x n ), 

v(xi, . . . ,X n+1 ) = (- ; — )<p(X2, ■ ■ ■ ,x„+i)+( ; — — )<p(xi,. . . ,x„). 

xi x\ H h x n+ i xi H h x n+ i x n+ i 

Un morphisme d'algèbres de Lie Go — > G est par ailleurs donné par 

Go[n] 3 <p(xi,. . . ,x n ) i-> <p(xi,. .. ,x n ) - <p(x2,. ■ ■ ,x n+ i) £ G[n]. 

Démonstration. Soit D G Der t (f 2 , F) [n] . D est détermine par (u,v) :— (D(x),D(yj) G 
F n x F n+ \. La condition sur (u,v) est 

(xi H h x„+i)u(xi, . . . ,x„+i) = xï 1 u(x 2 , ■ . ■ ,x„+i) - x~+ 1 m(xi, ... ,x„) 

(identité dans (xi • • • x„ + i) _1 C[xi, . . . , x n+ {\). On dispose d'une application de réduction mod- 

ulo x\ H hx„ +1 de cet espace vers (xi • • • x„(xi H hx n )) _1 C[xi, . . . , x„]. L'image de cette 

identité exprime alors la C„ + i-invariance de (fi(xi, . . . ,x„) :— u(xi, . . . ,x„)/(xi + • • • + x n ). 
On a donc une application linéaire 

Der t (f 2 , F)[n] -> (x x • • • x n (xi + • • • + x„))" 1 C[xi, . . . , x„] c " +1 , (22) 

D M> (p. Cette application est injective car la nullité de u implique celle de v. Les deux dernières 
formules de la proposition définissent une application 

(xi • • -x„(xi H hx„)) _1 C[xi, . . . ,x„] c " +1 -> F n x F n+ i 

(le pôle en xi + • • • + x„ +1 disparaissant par C n+ i -invariance), qui est en fait d'image dans 
Der t (f 2 , F)[n] et inverse à (22). On vérifie alors que le transport à Go de la structure d'algèbre 
de Lie sur Der t (f 2 , F) et de module de F sur cette algèbre de Lie est donné par les formules de 
l'énoncé. □ 

On a 

Go[l] =x^ 2 C[xl\. 

Lemme 4.3. L 'isomorphisme Go — Der^f^i* 1 ) induit la correspondance 
Ô2n 6 Dcr t (f 2 )+[1] G Der t (f 2 ,F)[l] o Q [\\ 3 x?". 
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Démonstration. La dérivation correspondant à x\ n est une dérivation de Dcr t (f 2 , F) telle que 
x i — y u = x1 n+1 <H> [x 2n+1 y]. Comme l'application Der t (f 2 ,F) — > F, D n> D(x) est injective, 
cette dérivation coincide avec Ô2 n - Q 

Rappelons par ailleurs la correspondance 

é^A{r) e C/(f 2 e&) Hf9 ((-l) n /x B ,...,x 1 (r))„> =: /(r). 

(section 2.3). D'après (7) et l'invariance de t sous les <î 2 „, n > — 1, e 17r *A(r) satisfait l'équation 
différentielle 

27ria T (e i,rt A(T)) = -( ]T (2n + f)G 2 „ +2 (r) ( 5 2 „)( e i ^ J 4(T)). 

n>-l 

L'image de cette équation différentielle sous l'isomorphisme £/(f 2 Cx) ~ F donne 
2nid T ï(r) = -( (2n + f)G 2 „ +2 (r)xf )./» = -p T (x 1 )./», 

n>-l 

donc si 7(r) := (ixi,... ,x„ (T))n>0) a l° rs 27ri9 T /(r) = —p T {x\) • I{t), c'est à dire que pour 
chaque n 

27ri<9 T / Xl; ... iXn (T) = -p T (xi) •I Xl ,...,x n - 1 ( T )- 
Compte tenu de la formule (21) pour l'action de Go sur F, on retrouve ainsi la première équation 
différentielle du théorème 3.3. 

De même, e~ I7r *i?(T) satisfait l'équation différentielle 

2^i9 r ( e - i7rt B(r)) = -(^(2n + l)G 2 „ +2 (r) ( 5 2 „)(e- i7rt iî(T)). 

n>l 

Soit B(t) := exp(2iie + )(e" i?rt B(T)) (voir section 2.3), on en déduit 

27T i 

2Kid T B{r) = -( h+ V (2n+l)G 2 „ +2 (r) ( 5 2ll )(à(T)), 

T z — ' 

n>-l 

où /i := [e+, S] est la dérivation de f 2 donnée par (x, y) h-> (x, —y), compte tenu de [e+, <5 2 „] = 
si n > et 2 [ e +i [e+, <5_ 2 ]] + e + = 0. 
On a la correspondance 

t/(f 2 9 Cx) 3 B(t) O ((-1)" J Xnt ... , X1 (r)) =: J(r) G F, 

par ailleurs la dérivation h se transporte sous cette correspondance en la dérivation de F = 
(Bn>oF n de degré zéro, opérant sur F n comme £ := Ym=i x i^ Xi - On en déduit 

27ria T J(r) = -(— £ + p r (x!).)J(r), 
r 

donc J(t) := (J Xl> ... , Xn (r))„>o satisfait la même équation différentielle, donc 

2vri ™ 

27riô r J Xli ... iXn (r) = Ç^x l d Xi )J Xu .... Xn {T) - p T (xi) • J Xl; ... , x „_ 1 (r), 

i=l 

ce qui permet de retrouver la deuxième équation différentielle du théorème 3.3. 

5. DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DES ANALOGUES ELLIPTIQUES DES NOMBRES 

MULTIZÉTAS 

Dans cette section, nous utilisons les équations différentielles satisfaites par les fonctions 
A(t) et B(t) (équations (7)) et leur comportement à l'infini ((8), (9)) pour en obtenir un 
développement asymptotique en t — > ioo. Nous en déduisons la forme du développement 
asymptotique des fonctions IAj), Jdij) dans cette région. 
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5.1. Développement de g(r). Soit 25 la complétion de l'algèbre de Lie (<5 2 „, n > —1) C 
Der t (f 2 ) pour le bidegré en (x,y) ; on a \Ô2 n \ = (2n + 1, 1)- Soit G := cxp(0) C Aut t (f 2 ) le 
groupe de Lie correspondant. 

Proposition 5.1. // existe une unique fonction g(r) : Sj — » G, telle que 
2irid T g(T) = -( Y, (2n+l)G 2n+ 2(T)ô 2n )g(T) 

n>-l 

etg(r) ~ e ^ {s - 2+ ^">° i2n+iy2a2n+2)S2n)T = e D « T enr^ioo. Il existe une collection (h k ) k >o, 
avec ho = 1, teZ/e gwe g(r) a le développement asymptotique 



g(r)^ ^h k D^r n e 2 ^ 



k,n>0 

en t — ?• i 00 . 



Démonstration. Posons D{t) := ^„>-i(2?T-+l)G 2n+2 (T)<5 2n . Posons si m > 1, g 2m (n) := 

2 (2m-i)! a 2m-i(n) (où (Tfe(n) = ^ d |„ si n > 0, et g 2m (0) := 2((2m) ; et posons g (n) = si 
n > 0, et 3o (0) = -1. Alors G 2m (r) = J2n>o 92m(n)e 27rinT et 

D(t) = D ^' Xm \ où £> m := £ (2n+ l) ff2n+2 (m)<J 2n . 

m>0 n>-l 

Comme D es t de y-degré 1, 27rim — adD es t inversible dans End({/©) si m > 0. Définissons 
(ftm)m>o par h ■= 1, 

/i TO := (27r i ttt. — ad_D ) _1 ( D m >h m ») si m > 0. 

m '>0 

Alors /i(t) := X) m >o hme 27TlmT est une solution formelle de d T h(r) — £)(t)/i(t) — h(r)Do, qui 
est l'équation différentielle satisfaite par g(T)e~ D ° T ; cette fonction admet donc /i(r) comme 
développement asymptotique. □ 

5.2. Développements de A(t), B(t). Posons 

Aoo ^^y,t)e 2 ^y<P(y,t)-\ B{r) := e^(-y - t, t)e 27ria: e 27ri ^$(y, t)~\ B x := B[0}. 
D'après [CEE], on a 

A 00 = e TD °(A 00 ), B(r) = e TD <'(B co ). 

Posons h(r) := g(T)e~ TD °, alors d'après la proposition 5.1, /i(r) admet le développement asymp- 
totique h(r) ~ 1 + E m>0 ^e 2 ™. 

On a alors A(t) = g(r)(A 00 ) = /i(r)(A 00 ) donc ^4(r) admet le développement asymptotique 

rn>0 

et B(t) — g(r)(B 00 ) = /i(t)(.B(t)), donc B(r) admet le développement asymptotique 

9tt i 

B(r)^cxp( e + )h(r)(B(r)). 

T 
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5.3. Développements de id(r), Jd(r). Soit \lmzv C C le Q-sous-anneau engendré par les 
multizétas. $ étant à coefficients dans ^-mzv-, on déduit de (5.2) et (5.2) : 

Proposition 5.2. Les fonctions /^(t), Jd{T~) admettent les développements asymptotiques 

n>0 n>0 sêZ 

dans lesquels les coefficients sont dans k MZV [2tt i] . Dans la deuxième série, la deuxième somme 
J2 S est finie pour tout n > 0. 
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